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1. Ist X ein topologischer Raum und Y Ä X ein Unterraum, so sind die Borel-Mengen
von Y die Schnitte von Y mit den Borel-Mengen von X.

2. (i) Seien H Ä H
1

Ä PpXq Halbringe, µ ein Inhalt auf H und µ1 ein Inhalt auf H1.
Falls µ1

|H § µ, so gilt pµ1
q

˚
§ µ˚.

(ii) Ist µ˚
|H1 ein Inhalt, so gilt pµ˚

|H1q˚
“ µ˚.

(iii) Es gilt pµ˚
|Hq

˚
“ pµ˚

|Rq
˚

“ µ˚, wobei R den von H erzeugten Ring bezeichnet.

(iv) p�d

Fdq
˚

“ p�d
q

˚.

3. Die Borel-Maße µ auf R entsprechen bijektiv den linksseitig stetigen, schwach mo-
noton wachsenden Funktionen f : R Ñ R modulo additiver Konstanten via

µpra, bqq “ fpbq ´ fpaq

für a § b.

Erklärung: Ein Borel-Maß auf einem Hausdor↵schen topologischen Raum ist ein
Maß auf der �-Algebra der Borel-Mengen, so dass jeder Punkt eine Umgebung mit
endlichem Maß besitzt.

Anmerkung: Sie können die Aussagen aus Aufgabe 5 auf Blatt 3 verwenden.

4. Bernoulli-Experiment zum Münzwurf.

Sei X “ t0, 1u
N der Raum aller Folgen panqnPN mit an P t0, 1u. Wir bezeichnen

mit ⇡k : X Ñ t0, 1u die natürliche Projektion gegeben durch ⇡kppanqq “ ak. Wir
versehen t0, 1u mit der diskreten Topologie und X mit der Produkttopologie, dh
mit der gröbsten Topologie T , so dass alle Projektionen ⇡k stetig sind.

Sei Z Ä PpXq die Familie der Zylindermengen ⇡´1
k

pbq mit b P t0, 1u und k P N. Sei
weiter H die Familie der endlichen Durchschnitte von Zylindermengen sowie R der
von H erzeugte Ring und B die von R erzeugte �-Algebra auf X.

Zeigen Sie:

(i) H ist ein Halbring.

(ii) Die Teilmengen in R sind genau die Urbilder unter den natürlichen Projektionen
p⇡1, . . . , ⇡kq : X Ñ t0, 1u

k für k P N. Insbesondere ist R eine abzählbare Algebra.

(iii) Der Halbring H ist eine Basis der Topologie T .

(iv) B ist die von T erzeugte Borelsche �-Algebra.

(v) Die natürliche Bijektion � : X Ñ C auf die Cantor-Menge C Ä r0, 1s (vgl
Analysis I, Blatt 11) gegeben durch panqnPN fiÑ 2

∞
8

n“1
an

3n ist ein Homöomorphismus.

 



(vi) Der Ring R erfüllt die absteigende Kettenbedingung: Für eine absteigende Folge
pRnqnPN von Teilmengen Rn P R mit Rn Œ H gilt Rn “ H für große n.

Hinweis: Kompaktheit.

(vii) Jeder endliche Inhalt auf R ist ein Prämaß und setzt sich eindeutig zu einem
Borel-Maß auf X fort.

(viii) Fairer Münzwurf. Es existiert ein eindeutiges (Wahrscheinlichkeits)Maß µ auf
B mit µp⇡´1

k
pbqq “

1
2 für alle b, k.

Wenn Sie Ihre Übungen bis Freitag dem 8.12.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu möglichst

vielen Ihrer Abgaben eine Rückmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B7 Name1 Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Name1 der Nachname der einreichenden Person sein sollte.
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