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UBUNGSBLATT 7

1. Ist X ein topologischer Raum und Y < X ein Unterraum, so sind die Borel-Mengen
von Y die Schnitte von Y mit den Borel-Mengen von X.

2. (i) Seien H < H' < P(X) Halbringe, p ein Inhalt auf H und ' ein Inhalt auf H'.
Falls ¢/|y < p, so gilt (p/)* < p*.
(ii) Ist p*|3 ein Inhalt, so gilt (u*|)* = p*.
(iii) Es gilt (u*|n)* = (u*|r)* = u*, wobei R den von H erzeugten Ring bezeichnet.
(iv) (A%a)* = (89"

3. Die Borel-Mafle 1 auf R entsprechen bijektiv den linksseitig stetigen, schwach mo-
noton wachsenden Funktionen f : R — R modulo additiver Konstanten via

1([a, b)) = f(b) — f(a)
fiir a < b.

Erkldrung: Ein Borel-Mafl auf einem Hausdorffschen topologischen Raum ist ein
Maf auf der o-Algebra der Borel-Mengen, so dass jeder Punkt eine Umgebung mit
endlichem Maf3 besitzt.

Anmerkung: Sie konnen die Aussagen aus Aufgabe 5 auf Blatt 3 verwenden.

4. Bernoulli- Experiment zum Minzwurf.
Sei X = {0,1}" der Raum aller Folgen (a,)peny mit a, € {0,1}. Wir bezeichnen
mit 7, : X — {0,1} die natiirliche Projektion gegeben durch m((a,)) = ar. Wir
versehen {0, 1} mit der diskreten Topologie und X mit der Produkttopologie, dh
mit der grobsten Topologie T, so dass alle Projektionen 7, stetig sind.

Sei Z < P(X) die Familie der Zylindermengen 7, ' (b) mit b € {0,1} und k € N. Sei
weiter ‘H die Familie der endlichen Durchschnitte von Zylindermengen sowie R der
von H erzeugte Ring und B die von R erzeugte o-Algebra auf X.

Zeigen Sie:
(i) H ist ein Halbring.

(ii) Die Tellmengen in R sind genau die Urbilder unter den natiirlichen Projektionen
(71, ...,m) : X — {0,1}* fiir k € N. Insbesondere ist R eine abzihlbare Algebra.

(iii) Der Halbrlng H ist eine Basis der Topologie 7.
(iv) B ist die von T erzeugte Borelsche o-Algebra.
(v) Die natiirliche Bijektion 5 : X — C auf die Cantor Menge C' < [0,1] (vgl

Analysis I, Blatt 11) gegeben durch (a,)nen — 2>, g2 ist ein Homéomorphismus.



(vi) Der Ring R erfiillt die absteigende Kettenbedingung: Fiir eine absteigende Folge
(Rp)neny von Teilmengen R, € R mit R, \, & gilt R,, = & fiir groBe n.

Hinweis: Kompaktheit.

(vii) Jeder endliche Inhalt auf R ist ein Préamaf und setzt sich eindeutig zu einem
Borel-Maf$ auf X fort.

(viii) Fairer Minzwurf. Es existiert ein eindeutiges (Wahrscheinlichkeits)Ma$ p auf
B mit p(m;; (b)) = & fiir alle b, k.

Wenn Sie Thre Ubungen bis Freitag dem 8.12.2023 um 16:00 Uhr in Moodle einreichen, versuchen wir Ihnen zu méglichst
vielen Threr Abgaben eine Riickmeldung zu geben. Bitte benennen Sie die Datei als B7_Namel Name2, wenn Sie z.B. zu

zweit abgeben, wobei Namel der Nachname der einreichenden Person sein sollte.
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